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. + " 3 .  F i n a l -  r e m a r k s .
4 . 3 . 1 .
T h e  p r e c e d i n g  a p p l i c a t i o n s
s o m e  r e s u l t s  f r o m  c h a p t e r  2
o p e r a t o r  i d e a l s  i n  B ( H )  a n d
2 . 3 . 6 ,  2 . 4 , 1 ,  2 . 4 . 5 ,  2 . 4 . 7 ,
, e a d  a l s o  t o  c o r r e s p o n d i n g
i d e a l s .
t  n  4 .2  have  been  mac ie  c1ea r ,  ho !n '
can  be  t r ans la ted  i n  t heo rems  fo : :
c o n v e r s e l y .  T h e  s u b s e c t i o n s  2 . 3 . : .
2 , 5 . 2 ,  2 . 5 . 4 ,  2 . 5 . 7 ,  2 . 6 . 1 ,  2 . o . 2
p r o p o s i t i o n s  f o r  n o r m e d  o D e r a t c . -
: i ,  i .  2 .
l e s i d e  t h e  q u e s t i o n s  a l r e a d y  f o r m u l - a L e d  j n  i h e  f o r e g o i a g ,  . . - . í -
o t h e r  e x a m p l e s  o f  s u c h  p r o b l e m s  f o l l o w  n o w .
; r  l í t r a t  i s  t h e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t h e o r : e n  3 . 3 . . -  a n c :  , - i r . . ,
u n i l - a r y  i n v a r i a n c e  o f  (  ^ , À  ) ?
, t t : . '  ( , ^ ' , À )  i s  a n  i d e a l  i n  B ( H ) ,  t h e n  ( 4 , À )  í s  , . t . n ' t t a y . L L A  í , . t ' : , . *
: :  i f  À ( u , a u " )  =  À ( a )  f o r  a  €  A  a n d  a r b i t r a r y  u n i t a r y  c p e r a . - -
l L
' ' n r q  r r  : n r l  r r  
.  l l o r e o v e r ,  I  t h i n k  t h e  f  o l l o r v i n g  p r e S u m p t i o n  I  .* r  " 2
-  i  . ' n  r
. ; - F r r r  L  .
o : t i e c L u r e .
I f  ( B ( i i ) , À i  i s  u n i
i n v a r i a n t  o n  B ( H ) .
: l e e  r e m a r k  I  o f  v a n  R i e m s d i j k  [ 3 8 ,  p a g e  2 2 1 ) .  F o r  H  s e p a r a b : . - -
a n d  À  t o p o l o g i c a l l y  e q u i v a l e n t  t o  t h e  o p e r a t o r  n o r m  t h e  l a c l e . ' :
a u t h o r  p r o v e d  t h i s  c o n j e c t u r e  ( p a p e r  i n  p r e p a r a t i o n ) .
o )  C o n s i d e r  a n  a p p r o x i m a t i v e  s e q u e n c e  ê  o f  c a r d i r - r a l  6  >  S "  : i r c l
i e t  D ^ ( 4 , À )  : =  ( ^ ( A ) , À ( A ) )  f o r  l t  c  C ( f l ^ ) ;  s e e  2 . 4 . 3  f o r  o .d u
r i n a l o g o u s  n o t a t i o n .
I f  a t  a n d  A "  a r e  d i f f e r e n t  a p p r o x i m a t i v e  s e q u e n c e s  ( , - . '
6 ,  w h a t  c a n  b e  s a i d  a b o u t  t h e  m a o p i n q s  D " ,  a r d  D . , ' l
aJ a)
' J  ï nany  p rob lems  l - y  r eadv  a t  hand .
4 . 3 . 3 .
E x t e n s i o n  o f  t h e  t h e o r y .
I f  A  and  B  a re  banach  spaces ,  how  i s  t he  i n fo rma t i on  abou t
n o r m e d  i d e a l s  i n  B ( H )  c o n n e c t e d  w i t h  n o r m e d  i d e a l s  i n  B ( A , B ) ?
I n  o r d e r  t o  s t a r t  w i t h  t h i s  p r o b l e m  a  m o r e  g e n e r a l  d e f i n i t i o n
o f  n o r m e d  i d e a l  i s  r e q u i r e d .  S e e  f o r  i n s t a n c e  t h e  d e f i n i t i o n
o f  P i e t s c h  [ : 0 ;  p a g e  6 6 ] .  I  c a l l  i t  a  " n o r m e d  i d e a l  i n  8 " .  I f
( 4 , À )  i s  s u c h  a n  i d e a l ,  t h e n  i t  h a s  l o c a l l y  t h e  p r o p e r t y  t h a t
( A ( H , H ) , À )  i s  a  n o r m e d  i d e a l  i n  B ( H )  s e e  3 . 4 . 1  -  w h i l e
A ( A , B )  ' =  A  n  B ( A , B )  f  o r  A  a n d  B  b a n a c h  s p a c e s .
a )  D u r i n g  o u r  c o l l a b o r a t i o n  t h i s  l a t t e r  c o n c e p t  h a c i  b e e n
d e v e l o p e d  f o r  t h e  c a s e  t h a t  A  a n d  B  a r e  h i l b e r t  s p a c e s  a n o
( 4 , À )  i s  c a l 1 e d  a  " n o r m e d  i d e a l  i n . H " .  T h i s  r h e o r y  y i e l d s  a
c a t e g o r i c a l  c h a r a c t e r i z a t i o n  a n d  c l a s s i f i c a t i o n  t h e o r e m  a n a i o *
g o u s l y  a s  i n  3 . 3 . 4  a n d  3 . 4 . 8 ,  r e s p e c t i v e l l ' ,  s e e n  f o r  t h e . l o c a i
C A S E .
b )  L r l h e n  o n e  s t a r t s  w i t h  a  l o c a l  n o r m e d  i d e a l ,  s a y  ( 4 ,  À  )  i n
6 ( H ) ,  t h e n  t h e r e  a r e  s e v e r a l  w a y s  t o  e n l a r g e  i t  t o  a  " n o r m e d
i d e a l  i n  8 " .  A  s p e c i a l  f o r m  o f  t h e  q u o t i e n t  c o n s t r u c t i o n  l e a c i s
t o  a  s a m e  r e s u l t  a s  t h e  m a x i m a l  m e t i r o d  g i v e n  b y  P i e r s c h  [ : e  ;
7  . 2 ) .  C o n v e r s e l y  t h e  f  o l l o w i n g  t h e o r e m  h o l c i s .
T l - i eo rem.
I f  ( , t i r À )  i s  a  " n o r m e d  i C e a i  i r r  B "  t h e i r
m i n e d  l r y  o n e  l o c a l  n o r . m e d  i C e a I  (  , t (  I i ,  i i  )
p f e ' . '  j o u s  m e t h o d  o f  e n l a r z i n g )  ! ^ ' h e r e  l 1  : ,
o f  s , l f  f  i c i e n t  l a r g e  d i m e n s i o i r .
F o r  1 t  w i t h i n  t h e  c o m p a c t  o p e r a t o r s  t h i s  t h e o r e m  w a s  f i r s t
p r o v e d  i n  a  l e c t u r e  a t  t h e  D u t c h  M a t h e m a t i c a l  C o n g r e s s ,  A p r i i
1 9 7 2 ,  b y  t h e  a u t h o r ,  w h i l e  t h e  f i n a l  f o r m  a p p e a r e d  i n  t h e
co l - l - abo ra t i on  repo r t  t tNo rmed  i dea l s  i n  I i " .  T1 ' r i s  t heo rem v i , e - i c j s
( , r r r À )  l ; ; /  
- ' -  d e ' , ' r ' '
,À ) and l t ' , r  l i i : r
s  a  h i  lber t  sL,êc. 'o
r  1 8
: ' r a t  che  resu l t s  i n  c i - r ap te r  3  can  immed ia te i i '  5s  t r a : i s i a i e - r
' .  o r  t 'normed id  ea l  s  in  H"  .  See a l  so the pr  e f  ac  e  .
c )  I t  c a n  e a s i l y  b e  s e e n  t h a t  t h e  " n o r m e d  i d e a l s  i n  B "  c a n  r n
cons ide red  as  b i f unc to rs  on  B  x  B .  So  t he re  a re  seve ra l  ! . / a - ' . , .
: o  a d j o i n  t o  a  s t r o n g  ( m a x i m a l )  b a n a c h  s e q u e n c e  i d e a t  ( . , , '
b i f u n c t o r  F
n
O n e  s u c h  b i f  u n c t o r  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  e x t e n d i n g  d e f  i n i l ' l  c i :
4 .  1 .  i  i n  a n  o b v i o u s  w a y .
l n o t h e r  b i f  u n c t o o  F '  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  o b s e r v i n g  ' c h e  i ; , . ' ,  -
; r uc  l ea r  ope ra to rs  ,  see  Ramanu  j  an  [  :Z  ]  .
l r l r t he r  r esu l t s  and  many  p rob le i ns  j n  t . i i s  d  l : ' : ' i . ! o1 r  . á r . :  :  - '
: - o u n d  i " n  P i e t s c h  i  3 6 ]  .
